MDD251 Année 2024-2025
Feuille d’ exercices n° 1

Introduction aux notions de norme et de distance

Exercice 1. On pose pour X = (z1,...,24) € R?:

1
X2 = (L, 22)2,
d
HXHI = Zizl ‘l’z‘,

[ X oo = maxi<i<a|zil
1) Montrer que || - ||1 et || - [|oo Sont des normes sur R?.

2) Montrer que
[ Xlloo < 1X [ < | X[|o, ¥X € R

3) Montrer que
1X[loo < [ X]l2 < V|| X[loo, VX € R

Exercice 2. Soit || - || la norme euclidienne sur R?. Montrer I’ identité du parallelogramme :

IX + Y2+ 1X = Y2 =2()X|° + [IY]*), X,Y e R

Exercice 3. Soit d(X,Y) la distance usuelle dans R?. On pose
[ d(X,Y)si0,X,Y alignés,
oXY) = { d(0, X) + d(0, Y sinon.
Montrer que § est une distance sur R2.
1
Exercice 4. On pose pour x > 0 logy(x) = lo;)gilxo’ et
diog(2,y) = | logyg(wy™")| pour z > 0,y > 0.

1) Montrer que dyog est une distance sur RT*.

2) Calculer
diog (107,10%) pour p, q € Z.

3) Montrer qu’ il n’ existe pas de constance C' > 0 telle que
dlog($= y) S C‘JZ’ - y’v vxvy € R+*

Indication : prendre z = 1 et y = y,, pour une suite (y,) bien choisie.

4) Montrer qu’ il n’ existe pas de constante C' > 0 telle que

|‘,E - y| < Odlog(xay)a Vx,y € R+*'



MDD251 Année 2024-2025
Feuille d’ exercices n° 2

Espaces métriques

Exercice 1. Soit F un ensemble. On pose

1six ,
d(z,y) ::{ OSixiz.

1) Montrer que d est une distance sur £ (appelée la distance discrete) et déterminer les boules
B(xz,r) et B(x,r) pour r > 0 et x € E.

2) Montrer que tous les singletons {x} pour z € E sont ouverts.
3) Déterminer les ensembles ouverts de (E, d).

Exercice 2. Soit (X, d) un espace métrique. Sur X x X on définit

(x,y) = min(1, d(z,y)).
1) Montrer que (X, d) est un espace métrique.

2) a) Montrer que une suite (u,) dans X converge pour d si et seulement si elle converge pour
J.

b) Les espaces (X,0) et (X, d) ont-ils les mémes ensembles ouverts ?

3) Montrer que d(z,y) < d(x,y) pour tous z,y € X.
Sous quelles conditions existe-t-il une constante C' > 0 telle que d(z,y) < Cd(zx,y) pour tous
x,y e X?

Exercice 3.

Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. Si vous pensez qu’ une affirmation
est juste, donnez en une démonstration. Si vous pensez qu’ elle est fausse, donnez en un contre-
exemple.

1) Si (u,) € R? est une suite non bornée, alors ||uy,|| — 400 quand n — +oo.

2) Soit (u,) € R? avec uy, = (2, yn)- Si ||un|| — oo quand n — oo alors |z,| — +oo ou |y,| — oc.
3) Soit (F,d) un espace métrique et A C E. Si A n’est pas ouvert, alors A est fermé.

4) Soit (E,d) un espace métrique. Une partie A C E peut étre a la fois ouverte et fermée.

5) Un ouvert non vide de R contient forcément un intervalle fermé [a, b] avec a < b.

Exercice 4. Soit (X,d) un espace métrique. Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou

fausses et le justifier :

—_

) VAABC X, AC B=0AC 0B,

) VALBC X, ANB=0=0ANoB =10,
)

)

w N

VA, BC X,0BC ACB= 0B C0A,

1) VALBC X, d(A,B)=0et ANB=0=90ANIB = .



Exercice 5. Soit E un ensemble et d la métrique discrete sur £. Montrer que F C E est

compact si et seulement si F' est un ensemble fini.

Exercice 6. Soient (Ep,d;) et (Eq,ds2) deux espaces métriques, et f une application continue
de (E1,d;) dans (Eq,ds2) .

1) Si (E1,d;) est compact, montrer que f(F') est fermé pour tout fermé F' de (Eq,d;) .
2) Est-ce encore vrai si on ne suppose plus (E1,d;) compact 7

Exercice 7. Soit (X, d) un espace métrique et (K,),>1 une suite décroissante de compacts non

K:ﬂKn.

n>1

vides de X . On note

1) Montrer que K # ().
2) Montrer que K est compact.
3) Soit U un ouvert de (X,d) contenant K . Montrer qu’il existe N > 1 tel que, pour tout
n>N, K, CU.
Exercice 8. Sidj,ds sont deux distances sur X, on note dy ~ da si d; et dy sont (métriquement)
équivalentes.
1) Montrer que ~ est une relation d’ équivalence c’est a dire que
dn~d,
dy ~ dg = dg ~ dy,
dy ~dg et do ~ d3 = dy ~ ds.

Exercice 9. Soit (F;,d;) i = 1,2 deux espaces métriques avec (E1,d;) compact et f : Ey — FEy
continue.

1) Montrer que si F' C E; est fermé, alors f(F) C Ej est fermé.
2) En déduire que si f : 1 — E5 est une bijection, alors f~! : Fy — E; est continue.

Exercice 10. Soit (X, d) un espace métrique. Pour A, B C X on rappelle que

d(A, B) = inf{d(a,b) : a € A,b € B}.
On dit que d(A, B) est atteinte si il existe ag € A, by € B tels que d(A, B) = d(ao, bo).
Déterminer si d(A, B) est atteinte dans les cas suivants :
1) A et B sont fermés,
2) A est fermé, B est compact.
3) A et B sont compacts.
Exercice 11. Soit A, B,C C E des parties d’ un espace métrique (E,d).

1) Montrer que si C' C B alors d(A, B) < d(A,C).

2) On note par A 1’ adhérence d’ un ensemble A. Montrer que

d(A, B) = d(A, B) pour tous A, B C E.
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Feuille d’ exercices n° 3

Ouverts, fermés, intérieurs, adhérences dans R¢

Exercice 1. On se place dans R? muni de la distance usuelle.
Déterminer l'intérieur et I’adhérence des ensembles suivants :

A={(z,2*) 2 € R},
B={(z,y) e R?:2® +¢* > 1},

C =172,

D={(z,y) eR*:2>0,y>0,2° +y* <1},

E= {(m,msin%) 1T >0}.

Exercice 2. On se place dans R? muni de la distance usuelle.
Déterminer la frontiere A des ensembles suivants :

1) A={(z,00eR*:0<z <1}
2) A={(z,y) eR?: |z|>1,|y|l < 1}.

Exercice 3. On se place dans R? muni de la distance usuelle.

Déterminer la frontiere A des ensembles suivants :

1) A={(z,y) eR?: 22 +y% <1}U{(1,0)}

2) A={(z,y) eR?:22+y?>1}
3) A={(z,27) eR?>:0< 2 <1}
4) A={(x,27) eR?:z € Q}.

Exercice 4. Dans R muni de la distance usuelle, trouver un ensemble D dense dans R tel que
oD = [1,2].

Exercice 5. On se place dans R? muni de la distance usuelle. On considére les sous-ensembles
définis par

A:{(x,y)€R2zy>:r2},
B={(z,y) eR®:y>u+1},
C:{(m,y)ER2:x2+y2—|—4x+4y+7§0},

On pose
D=(AnB)UC.

1) L’ensemble D est-il compact ?



2) Déterminer 1’adhérence et l'intérieur de D .

Exercice 6. Soit A, B deux parties de R?, muni de sa distance usuelle. On pose

A+B={X+Y:X €AY € B}.

1) Montrer que si A ou B est ouvert alors A + B est ouvert.

2) Soit
A={(z,y) €R?* : zy=1}, B={0} xR.

Montrer que A et B sont fermés.

3) Montrer que A + B n’est pas fermé.
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Feuille d’ exercices n° 4

Fonctions de plusieurs variables

Exercice 1. Les fonctions suivantes ont-elles une limite a 1’ origine 7

3
) = Z;f,ﬁmw (a4 sl ), aloy) = 50,
23 43 sin(z?) + sin(y?) oy
f4($ay) $2+ 2 92 f5( ) \/m ) f6($ay) - |$|+‘y|7

2 2 3
_ Ty _ rYz C(rHy)+a
f7(1"7y) - 22 +y2’ fS(x’yvz) - 22 +y2 _|_22’ fQ(x’y) - 72 +y2 .

Indication : on pourra le cas échéant utiliser de nouvelles coordonnées, comme les coordonnées
polaires ou des coordonnées associées & un nouveau repére de R? ou ]R3.
2 2

Exercice 2. Soit f(z,y) = % Etudier les limites :
Ty

lim (lim f(x,y)), lim(lim f(z,y)), (x,y%f}o,mf@’y)'

Exercice 3. Etudier la continuité des fonctions f : R — R suivantes :

(22 + y?) sin((zy) 1), si ay #0,

ztsiy > 22,
y? siy < 2.

f(w,y)z{

Exercice 4. Calculer les dérivées partielles (1a ot elles sont définies) des fonctions suivantes :

x_
fias) =Y o) = VAP H P, folay) = sin(a + cosy),

fala,y) = arctan(ye ™), folz,y) = Veos?z +sin*y +1, fr(w,y) = log(z + /22 + y?).

Exercice 5. Soit f : R? — R une fonction différentiable et g(t) = f(cost,sint). Calculer ¢'(t).

Exercice 6. Soit

Ty

ﬂawz{ﬂ+¢ﬁN%w¢@m
0 si (xvy) = (0,0)

Etudier la continuité de f et 1’ existence des dérivées partielles de f au point (0, 0).

Exercice 7. Soit f(z,y) une fonction de classe C? et F(r,0) = f(r cos,rsin #). Exprimer les



expressions suivantes en utilisant la fonction F' et les variables r, 6 :

of of of of of  Of *f  f
95 of or _OF OF L OF Ap O O
ox’ Oy’ x@y Yor “ox +y0y’ / Ox? + Oy

Exercice 8. Déterminer les points critiques des fonctions suivantes. Pour chaque point critique

déterminer sa nature a 1’ aide de la matrice hessienne.
fl(mvy) = 173 + y3’ fZ(xvy) = xZ + y2 — 2z — 4y7 f3($7y) = 173 + y3 - 6(332 - y2)a
falz,y) = 22 + 3y% — 2z — 10y + 2zy + 6, fs(z,y) = xy + 5021 4 20y~ 1,

folz,y) =22t +y* —2? = 2%, fr(z,y) =2 + v — (x+y)?, fs(z,y) =xy® + 2% —y? — =z



MDD251 Année 2024-2025
Feuille d’ exercices n° 5

Espaces vectoriels normés

Exercice 1. Soit (E,| - ||) un R— espace vectoriel normé. Montrer que pour u € E et A € R
fixés les applications
Esr—ut+axelk, ESx— A el

sont continues.

Exercice 2. Soit (X,d) égal a C(]0,1];R) muni de la distance associée a la norme || - ||o et

f:10,1] 3 2 — z. Calculer d(f, A) pour les ensembles

1) A={geC([0,1;R): g(0) = 0},
2) A={g€C([0,1];R): g(0) = 0},
3) A={geC([0,1];R):g(0) <0},
4) A={geC(0,1];R): g(0) = 1},
Exercice 3. Soit (E,| - ||) un espace vectoriel normé et A, B deux parties de E. On note

A+B={a+b:a€ Abe B}.
1) Montrer que si A ou B est ouvert, A + B est ouvert.
2) Montrer que si A et B sont compacts, A + B est compact.

Exercice 4. Soit E un espace vectoriel normé et d(x,y) = ||x —y|| la distance associée. Montrer

que la boule fermée B(a,r) est " adhérence de la boule ouverte B(a,r) si r > 0.

Exercice 5. On pose E = C1([0,1];R) muni de la norme || f||oo = supjo,q] | f ()] et

N(f) = £(0)] + sup | £ ()]

[0,1]

1) Montrer que N est une norme sur FE.

2) Montrer qu’ il existe C' > 0 tel que

| fllee < CN(f), Vf € E.

3) Mémes questions pour

1
N =150+ [ 1 @)
Exercice 6. Soit E = C1(]0,1];R). Comparer les normes

Ni(f) = I£lloos Na(f) = Iflloe + 1f 11, N3(f) = I flloc + ' lloc, Na(f) = lIflloc + lIf'll1-



Exercice 7. Soit R[X] I’ espace des polynomes a coefficients réels et R;[X] le sous-espace des

polyndmes de degré inférieur ou égal a k. On pose
2
1Pl = [ 1P(@)ds.

1) Montrer que || - ||1 est une norme sur R[X].

2) Soit (Py,)n>0 une suite dans Ry [X]. On écrit
k .
Pou(X) = an; X7
=0

Montrer que si limy, 0o P, = P pour || - [|1 avec P = 37", a;j X7, alors pour tout 0 < j < p on
a limy, o0 ap,j = a; pour tout 0 < 7 < p.

3) En déduire que P € Ry[X].
4) I ensemble Ry [X] est-il ouvert, fermé dans (R[X], || - [[1) 7

Exercice 8. On note par [.(N) 1" espace vectoriel des suites réelles (uy,),>0 telles que u, = 0

sauf pour un nombre fini d’ indices n.

1) Montrer que [.(N) est dense dans {?(N) pour tout 1 < p < oo.

2) 1(N) est-il dense dans [*°(N) ?

3) Montrer que [P(N) est inclus dans (9(N) si p < gq.

4) Montrer que I’ application identité n’est pas continue de (IP(N), || -||q) dans (%, |- ||,) sip < q.
Exercice 9. Soit E = C1(]0,1];R). Comparer les normes

Ni(f) = I£lloos Na(f) = Iflloe + 1f 11, N3(f) = I flloc + 1 llocs Na(f) = lIflloc + IIfll1-

Exercice 10. Soit R[X] 1" espace des polynomes a coefficients réels. Pour a > 0 on pose

1
N,(P) = |P(a)] +/0 |P'(z)|dz, P € R[X].

1) Montrer que N, est une norme sur R[X].

2) Soit 0 < a < b avec b > 1. En raisonnant par 1’ absurde et en considérant les polynémes X"
pour n € N, montrer que les normes N, et N ne sont pas équivalentes.

3) Montrer que si a,b € [0, 1] les normes N, et N} sont équivalentes.
Exercice 11. Soit L 1’ espace vectoriel des fonctions de [0, 1] dans R Lispschitziennes. Pour
f € L on pose

C(f) — sup ’f(.’L‘) — f(y)’

z,y€(0,1] @y lz—yl

et N(f) = [[flloc +C(f)-



1) Montrer que N est une norme sur L.
2) les normes || - || et N sont-elles équivalentes ?
3) Montrer que (L, N) est un espace complet.

Exercice 12. Soit [°°(N) I’ espace vectoriel des suites bornées a valeurs réelles, muni de la

norme || - [|oo. Soit loo(N) le sous ensemble des suites (uy,)n>0 telles que limy, o0 uy = 0.
1) Montrer que [+ (N) est un sous espace vectoriel de [*°(N).

2) Montrer que I (N) est une partie fermée de (I°°(N), || - ||c0)-



MDD251 Année 2024-2025
Feuille d’ exercices n° 6

Exercices supplémentaires sur les espaces vectoriels normés

Exercice 1. Une suite réelle sera notée u : N — R, son n-iéme terme sera noté u(n). Soit {*°(N)
I’ espace vectoriel des suites réelles bornées, muni de la norme

lulloc = sup |u(n)].
neN

On note par [°(N) le sous ensemble de [*°(N) formé des suites nulles a partir d’ un certain rang
et par [3°(N) le sous ensemble des suites u telles que lim,_o u(n) = 0.

1) Déterminer si les ensembles [2°(N) et (5°(N) sont ouverts, resp. fermés.

2) Montrer que [Z°(N) est dense dans [§°(N) pour la norme || - ||oo.

3) Soit A C [*°(N) I’ ensemble des suites croissantes bornées . Montrer que A est fermé pour la
norme || - ||oo-

4) Soit uy,ug € I*°(N) deux suites convergentes, c’est a dire telles que lim, oo ui(n) =1; € R
existe pour ¢ = 1, 2. Montrer que

[l —l2| < |lur — u2]|oo-
Soit C' 1" ensemble des suites convergentes. Montrer que C' C [*°(N) et que C est un fermé de
[>°(N).

5) Construire une suite (up)peny d’ éléments de [*°(N) telle que pour tout n € N la suite réelle
Uup(n))pen est convergente dans R mais la suite (uy)yen ne converge pas dans [*°(N).
p\1))p p)p

Exercice 2. Soit (£, | - ||) un espace vectoriel normé et A C E une partie de E. On note par
Vect(A) 1’ espace vectoriel engendré par A, ¢’ est a dire 1’ ensemble des combinaisons linéaires
(finies) d’ éléments de A.
Montrer que
Vect(Adh(A)) € Adh(Vect(A)).

Exercice 3. Soit A, B,C C FE des parties d’ un espace vectoriel normé E.
1) Montrer que si C C B alors d(A, B) < d(A,C).

2) On note par A 1’ adhérence d’ un ensemble A. Montrer que

d(A, B) = d(A, B) pour tous A, B C E.
Exercice 4. Soit F un espace vectoriel normé et F' un sous espace vectoriel de E.

1) Montrer que Adh(F') est un sous espace vectoriel de E.
2) Montrer que si Int(F) # () alors F' = E.

Exercice 5. On note par £ = R[X] 1’ espace des polynomes a coefficients réels P(z) =



Zi:o anx™.
1) Montrer que
Ni(P) = sup |P(z)| et No(P)= sup |P(z)]
z€[0,1] xz€(1,2]

sont des normes sur F.

2) On considere I’ application linéaire :

E—-R
P — P(0).
Montrer que ¢ est continue pour la norme Ni. Indication : utiliser la caractérisation des appli-
cations linéaires continues vue en cours.
3) On rappelle que pour tout y € Ret N € Non a
|e ’ < |y| y‘
N+ 1‘

nO

En déduire que pour tout C > 1let 1 <z <2omna

N n N+1
‘e—Cx _ Z ( C‘T) ‘ < ’20’ e2C’
n! N+ 1!
n=0
4a) Soit € > 0 fixé. Montrer qu’ il existe C' > 0 assez grand tel que

sup [e7C%| < ¢/2.
z€[1,2]

4b) On fixe la constante C' obtenue au point 4a). Montrer, en utilisant le point 3) et 1’ inégalité
triangulaire pour la valeur absolue, qu’ il existe N € N assez grand tel que

Indication : On admettra que pour tout C' > 1 on a
CN +1
lim —— =
En déduire que pour tout € > 0 il existe un polynéme P(x) (dépendant de €) tel que
P(0) =1, No(P) <e.
5) Montrer que 1 ’application linéaire ¢ définie au point 2) n ’est pas continue pour la norme
No.

Exercice 6. On consideére |’ espace vectoriel normé C([—1,1]) des fonctions continues a valeurs

réelles muni de la norme || f{|oc = sup_1 17 [f()]-

1) Pour n € N avec n > 1 on définit la fonction f, : [0,1] — R par

1

l+zpour —1 <2< ——

n
1 1 1
fu(z) = 1- = D2 pour — — <z < —
2n 21 n n

1—axpour — <z <1.
n



la) Montrer que f,, est de classe C* sur [—1,1].

1b) Déterminer la fonction f = lim,_, f,, dans C([—1,1]).
Indication : commencer par dessiner les graphes de quelques fonctions f,.

lc) L’ ensemble C*([0,1]) est-il fermé dans C([—1,1])?
Exercice 7. Soit E I’ ensemble E = {u € C'([0,1];R) : u(0) = 0}.

1) Montrer que E est un espace vectoriel sur R.

2) On pose
Ni(u) = sup |u/(x)|, Na(u) = sup |[v/(z)+ u(z)]|.
2€[0,1] z€[0,1]
Montrer que N et Ny sont des normes sur F.
3a) Montrer que
lu(z)| < N1(u), Yu € E.

3b) En déduire que
NQ(U) < 2N1(u), Yu € E.

4a) Montrer que si u € E alors

u(z) = e~ /O “(u(t) + (1))l dt.

Indication : calculer la dérivée du membre de droite et utiliser que u € E.

4b) Montrer que
|(u(t) + o' (t))e'| < eNa(u),Vt € [0,1].

On rappelle que e est la base du logarithme népérien.

4c) En déduire que
|u(z)] < eNa(u), Vz € [0,1].

4d) Montrer qu’ il existe une constante C' > 0 telle que

Ni(u) < CNa(u), Yu € E.
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Feuille d’ exercices n° 7

Systéemes d’ équations différentielles

Exercice 1. Calculer les puissances A%, k € N et 1 exponentielle €', t € R de la matrice

3/4 0 1/4
A=|0 1/2 o0
1/4 0 3/4

Exercice 2. Calculer les puissances A%, k € N et 1 ’exponentielle !4, ¢t € R des matrices

1 00 310 3 00
02¢0),{03 1}),10 3 1],
00 3 00 3 0 0 3
1100 1100 2100
0100 0100 0200
0020”002 1”100 21
0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 2
-3 -1

Exercice 3. Soit a € R et M, = ( > On considere le systeme différentiel

+a 1
(Eq) /() = Mau(t).

Si R >t u(t) € R? est une solution de (E,), 1’ ensemble C,, = {u(t) : t € R?} C R? est appelé
la trajectoire de la solution u.

1) Montrer que {(0,0)} est une trajectoire pour le systeme (E,).

2) Rappeler quelle est 1’ expression de la solution générale de (E,).

3) Existe-t-il des trajectoires qui sont incluses dans des droites? (discuter en fonction de la
valeur de a).

4) Pour a = —3, 1,2 résoudre le systeme (E,).

Exercice 4. Résoudre les systémes différentiels suivants :

o — B9 ¥ =x-3y+3z x =3y
{ ’:x—5y R yY=3r-5y+32z , < ¥y =0v—-2y+4z .
y= y 2 =6x — 6y + 4z d=x+y+=z

Exercice 5. Résoudre les systemes différentiels suivants :

{ 2'(t) = 3x(t) — 4y(t) + 1, { x'(t) = 2x(t) + 3y(t) — sint,
y'(t) = +t 7| Y (t) = —3x(t) — 4y(t) + cost



